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شریف صنعتͬ دانشͽاه

١ عمومͬ ریاضͬ
٩۴�٩۵ پاییز

عددی ششم�سری�های فصل

صورت به عدد نامتناهͬ جمع واقع در ،c۰.c۱c۲c۳ · · · حقیقͬ عدد ͷی که داشتیم اول فصل در
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مͬ�پردازیم. عددی سری�های دقیق�تر و مفصل�تر بررسͬ به کاربرگ این در است.

ak + ak+۱ + ak+۲ + · · · سری مجموع از منظور باشد، مختلط اعداد از دنباله�ای (aj)∞i=k کنید فرض .١ تعریف

است: زیر دنباله حد مͬ�شود، داده نمایش نیز
∞∑
j=k

aj با که

ak, ak + ak+۱, ak + ak+۱ + ak+۲, · · · ,
n∑

j=k

aj, · · · .

اگر و همͽرا را سری باشد داشته وجود دنباله این حد اگر مͬ�نامیم.
∞∑
j=k

aj جزئͬ مجموع�های دنباله را بالا دنباله

مͬ�گوییم. واگرا را سری باشد نداشته وجود

صورت این در .
∞∑
j=k

bj = B و
∞∑
j=k

aj = A و باشند همͽرا
∞∑
j=k

bj و
∞∑
j=k

aj سری�های کنید فرض .٢ گزاره

.
∞∑
j=k

cj = A+B و همͽراست نیز
∞∑
j=k

cj کنیم، تعریف cj = aj + bj صورت به را (cj)∞j=k دنباله اگر الف)

همͽراست نیز
∞∑
j=k

dj کنیم، تعریف dj = raj صورت به را (dj)∞j=k دنباله و باشد مختلط عددی r اگر ب)

.
∞∑
j=k

dj = rA و

سری، این به آورید. بدست را
∞∑
j=۰

arj سری حد .a ̸= ۰ و باشند مختلط عدد دو r و a کنید فرض .١ فعالیت

مͬ�گویند. هندسͬ سری

.j → +∞ وقتͬ aj → ۰ آنͽاه باشد، همͽرا
∞∑
j=k

aj مختلط اعداد سری اگر .٣ گزاره

کنید. اثبات را ٣ گزاره .٢ فعالیت

نامنفͬ عددی سری�های ١

دهید نشان باشد، سری این اول جمله n جزئͬ مجموع Sn اگر بͽیرید. نظر در را
∞∑
n=۱

۱
n
همساز سری .٣ فعالیت

واگراست. همساز سری که بͽیرید نتیجه آن از و S۲k؛ ≥ ۱+ k
۲ که

١
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مͬ�نامند. p-سری را
∞∑
n=۱

۱
np

باشد. مثبت عددی p کنید فرض (p-سری). ۴ فعالیت

کنید. بررسͬ p ≤ ۱ وقتͬ را سری همͽرایͬ الف)

.
N∑
n=۲

۱
np

≤
∫ N

۱
x−pdx ،p > ۱ برای دهید نشان ب)

همͽراست. p > ۱ برای p-سری که بͽیرید نتیجه (ب)، قسمت از استفاده با ج)

کنید. بررسͬ
∞∑
n=۱

۳n− ۱
n۴ سری همͽرایͬ د)

مͬ�آوریم. را آنها کلͬ صورت که کرده�ایم استفاده زیر آزمون�های از ۴ فعالیت در
∞∑
n=k

an صورت، این در باشد. نامنفͬ اعداد از دنباله�ای (an)
∞
n=k کنید فرض کران�بالایͬ). (آزمون ۴ گزاره

است برابر
∞∑
n=k

an صورت، این در باشد. کران�دار بالا از آن جزئͬ مجموع�های دنباله اگر فقط و اگر همͽراست

جزئͬ. مجموع�های بالایͬ کران کوچͺترین با

وجود ای N باشند، نامنفͬ حقیقͬ اعداد از دنباله دو (bn)∞n=l و (an)∞n=k کنید فرض مقایسه). (آزمون ۵ گزاره

صورت این در .an ≤ bn ،n ≥ N ازای به و N ≥ l و N ≥ k که باشد داشته

همͽراست. نیز
∞∑
n=k

an باشد، همͽرا
∞∑
n=l

bn اگر الف)

واگراست. نیز
∞∑
n=l

bn باشد، واگرا
∞∑
n=k

an اگر ب)

عدد هر ازای به و باشد نامنفͬ و نزولͬ پیوسته، تابعͬ f : [a,∞[→ R کنید فرض انتͽرال). (آزمون ۶ گزاره

باشد. همͽرا
∫∞
a

f اگر فقط و اگر همͽراست
∑

ai صورت این در .ai = f(i) ،i ≥ a صحیح

.۵ فعالیت

کنید. اثبات را ۴ گزاره الف)

همͽراست. نیز
∞∑
n=۱

a۲
n دهید نشان باشد. همͽرا

∞∑
n=۱

an و نامنفͬ اعداد از دنباله�ای (an)∞n=۱ کنید فرض ب)

کنید. بررسͬ را
∞∑
n=۱

n۲

en
سری همͽرایͬ ج)

کنید. بررسͬ را
∞∑
n=۲

۱
n lnn

سری همͽرایͬ د�)

همͽراست. مثبت و حقیقͬ x هر برای
∞∑
n=۰

xn

n!
سری دهید نشان ه�)

کنید. مقایسه هندسͬ سری با را سری این راهنمایͬ:

٢
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مخالف ͬͽهم ها bj و نامنفͬ�اند حقیقͬ جمله�های با سری دو
∞∑
j=l

bj و
∞∑
j=k

aj نسبت). مقایسه�ای (آزمون ٧ گزاره

صفرند.

،j ≥ N هر ازای به که دارند وجود M مانند مثبت و حقیقͬ عددی و N مانند طبیعͬ عددی کنید فرض الف)

همͽراست. نیز
∞∑
j=k

aj باشد، همͽرا
∞∑
j=l

bj اگر صورت، این در .aj
bj

≤ M

،j ≥ N ازای به که دارند وجود m مانند مثبت و حقیقͬ عددی و N مانند طبیعͬ عددی کنید فرض ب)

واگراست. نیز
∞∑
j=k

aj باشد، واگرا
∞∑
j=l

bj اگر صورت، این در .aj
bj

≥ m

ها bj غیرمنفͬ�اند، و حقیقͬ جمله�های با سری دو
∞∑
j=l

bj و
∞∑
j=k

aj کنید فرض نسبت). حد (آزمون ٨ گزاره

صورت این در است. L با برابر و موجود lim
j→∞

aj
bj
و صفرند مخالف

همͽراست. نیز
∞∑
j=k

aj باشد، همͽرا
∞∑
j=l

bj و L < +∞ اگر الف)

واگراست. نیز
∞∑
j=k

aj باشد، واگرا
∞∑
j=l

bj و ۰ < L ≤ ∞ اگر ب)

.۶ فعالیت

کنید. بررسͬ را
∞∑
n=۱

n۳ − ۱
۱۰n۴ + ۱

همͽرایͬ الف)

است. [۰, B] کران�دار بازه از دلخواه و حقیقͬ عدد ها an از ͷی هر که بͽیرید نظر در را
∞∑
n=۱

an
n۲ سری ب)

همͽراست. سری این که کنید ثابت

صورت این در باشد. مثبت جمله�های با سری�ای
∞∑
n=k

an کنید فرض نسبت). (آزمون ٩ گزاره

،an+۱
an

≤ r ،n ≥ N ازای به که باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عددی و r مانند ۱ و ۰ بین عددی اگر الف)

همͽراست.
∞∑
n=k

an آنͽاه

واگراست.
∞∑
n=k

an آنͽاه ،
an+۱

an
≥ ۱ ،n ≥ N ازای به که باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عددی اگر ب)

صورت این در باشد. نامنفͬ جمله�های با سری�ای
∞∑
n=k

an کنید فرض ریشه). (آزمون ١٠ گزاره

، n
√
an ≤ r ،n ≥ N ازای به که باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عددی و ،r مانند ۱ و ۰ بین عددی اگر الف)

همͽراست.
∞∑
n=k

an آنͽاه

واگراست.
∞∑
n=k

an آنͽاه ، n
√
an ≥ ۱ ،n مانند اندیس بͬ�نهایت ازای به اگر ب)

عددی برابر و موجود lim
n→+∞

n
√
an که باشد حقیقͬ اعداد از نامنفͬ دنباله�ای (an)

∞
n=k کنید فرض .٧ فعالیت

سری آنͽاه R > ۱ اگر و همͽرا سری آنͽاه R < ۱ اگر که دهید نشان ،١٠ گزاره از استفاده با باشد. R مانند

واگراست.

٣
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دلخواه عددی سری�های ٢

مͬ�کنیم. ثابت را زیر گزاره ابتدا در مͬ�کنیم. بررسͬ را کلͬ حالت در عددی سری�های بخش این در

همͽرا
∞∑
n=k

bn و
∞∑
n=k

an سری�های اگر فقط و اگر همͽراست ،cn = an+ ibn آن در که ،
∞∑
n=k

cn سری .١١ گزاره

.
∞∑
n=k

cn =
∞∑
n=k

an + i
∞∑
n=k

bn صورت، این در باشند.

مͬ�دهد. نشان را نامنفͬ حقیقͬ جمله�های با سری�های همͽرایͬ اهمیت زیر قضیه

همͽراست. نیز
∞∑
n=k

cn باشد، همͽرا
∞∑
n=k

|cn| اگر باشد. مختلط اعداد از دنباله�ای (cn)∞n=k فرضکنید .١٢ قضیه

کنید. اثبات را ١٢ قضیه الف) .٨ فعالیت

کنید. بررسͬ را
∞∑
n=۱

۱
(n−i)۲

سری همͽرایͬ ب)

همͽراست. x حقیقͬ عدد هر برای
∞∑
n=۰

xn

n!
سری دهید نشان ج)

که بͽیرید نظر در را
∞∑
n=۱

۱
(z−cn)n

سری .cn → c که باشد مختلط اعداد از دنباله�ای (cn)∞n=۱ کنید فرض د)

همͽراست. سری این آنͽاه |z − c| > ۱ اگر دهید نشان است. مختلط عددی z اینجا در

نامنفͬ حقیقͬ اعداد از دنباله�ای (an)
∞
n=۱ کنید فرض متناوب). سری�های برای لایب�نیتس (آزمون ١٣ گزاره

که باشد

a۱ ≥ a۲ ≥ a۳ ≥ · · ·

همͽراست. مͬ�گویند، متناوب سری آن با که
∞∑
n=۱

(−۱)nan صورت، این در .n → +∞ وقتͬ an → ۰ و

آنͽاه باشد، سری اول جمله n تا جزئͬ مجموع Sn اگر ،١٣ گزاره در .٩ فعالیت

است. کران�دار بالا از و است صعودی S۲n که دهید نشان الف)

است. نزولͬ S۲n−۱ که دهید نشان ب)

همͽراست. S مقدار به سری که دهید نشان و بنامید S را زوج جزئͬ مجموع�های بالای کران کوچͺترین ج)

.|S۲n−۱ − S| ≤ |S۲n−۱ − S۲n|+ |S۲n − S| راهنمایͬ:

بͽیرید. نظر در را
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

n
سری .١٠ فعالیت

است. همͽرا سری این کنید ثابت الف)

واگراست. نیز آن فرد جملات مجموع همچنین واگراست. سری این زوج جملات مجموع دهید نشان ب)

است. ۱ مساوی یا کوچͺتر سری این حاصل دهید نشان ج)

با برابر جدید سری حاصل که کرد جمع طوری جدید ترتیبͬ با را سری این جملات مͬ�توان دهید نشان د)

باشد. ۲

۴
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